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UNE SOLUTION DE L’HYPOTHE`SE DE RIEMANN
par
Abdelmajid Ben Hadj Salem
A mon e´pouse Wahida
Re´sume´. — En 1859, Georg Friedrich Bernhard Riemann avait annonce´ la conjecture suivante [1],
dite Hypothe`se de Riemann : Les ze´ros non triviaux s = σ + it de la fonction zeta de´finie par :
ζ(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
, pour ℜ(s) > 1
ont comme parties re´elles σ =
1
2
.
On donne une de´monstration que σ =
1
2
en utilisant une proposition e´quivalente de l’Hypothe`se de
Riemann.
Abstract (A Solution of Riemann Hypothesis). — In 1859, Georg Friedrich Bernhard Riemann
had announced the following conjecture [1], called Riemann Hypothesis : The nontrivial roots (zeros)
s = σ + it of the zeta function, defined by:
ζ(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
, for ℜ(s) > 1
have real part σ =
1
2
.
We give a proof that σ =
1
2
using an equivalent statement of Riemann Hypothesis.
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1. Introduction
En 1859, G.F.B. Riemann avait annonce´ la conjecture suivante [1] :
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 11-XX.
Mots clefs. — La fonction zeta, ze´ros non triviaux de la fonction zeta, propositions e´quivalentes, de´finition des
limites des suites re´elles.
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Conjecture 1.1. — Soit ζ(s) la fonction complexe de la variable complexe s = σ + it de´finie par
le prolongement analytique de la fonction :
ζ1(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
, pour ℜ(s) = σ > 1
sur tout le plan complexe sauf au point s = 1. Alors les ze´ros non triviaux de ζ(s) = 0 sont de la
forme :
s =
1
2
+ it
Dans cette communication, nous donnons une de´monstration que σ =
1
2
. Notre ide´e est de partir
d’une proposition e´quivalente de l’Hypothe`se de Riemann et en utilisant la de´finition de la limite
des suites re´elles.
1.1. La fonction ζ. — Notons par s = σ + it la variable complexe de C. Pour ℜ(s) = σ > 1,
appelons ζ1 la fonction de´finie par :
ζ1(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
, avec ℜ(s) = σ > 1
Nous savons qu’avec la de´finition pre´ce´dente, la fonction ζ1 est une fonction analytique de s. Notons
par ζ(s) la fonction obtenue par prolongement analytique de ζ1(s), alors nous rappelons le the´ore`me
suivant [2] :
The´ore`me 1.2. — Les ze´ros de ζ(s) satisfont :
1. ζ(s) n’a pas de ze´ros pour ℜ(s) > 1 ;
2. le seul poˆle de ζ(s) est au point s = 1 ; son re´sidu vaut 1 et il est simple ;
3. les ze´ros triviaux de ζ(s) sont de´termine´s pour les valeurs s = −2,−4, . . . ;
4. les ze´ros non triviaux se situent dans la re´gion 0 ≤ ℜ(s) ≤ 1 dite bande critique et ils sont
syme´triques respectivement par rapport a` l’axe vertical ℜ(s) = 1
2
et l’axe des re´els ℑ(s) = 0.
Par suite, la conjecture relative a` l’Hypothe`se de Riemann est exprime´e comme suit :
Conjecture 1.3. — (Hypothe`se de Riemann,[2]) Tous les ze´ros non triviaux de ζ(s) sont sur la
droite critique ℜ(s) = 1
2
.
En plus des proprie´tes cite´es par le the´ore`me cite´ ci-dessus, la fonction ζ(s) ve´rifie la relation
fonctionnelle [2] pour s 6= 1 :
ζ(1− s) = 21−sπ−scossπ
2
Γ(s)ζ(s) (1.1)
ou` Γ(s) est la fonction de´finie sur le demi-plan ℜ(s) > 0 par :
Γ(s) =
∫
∞
0
e−tts−1dt,
Alors, au lieu d’utiliser la fonctionnelle donne´e par (1.1), nous allons utiliser celle pre´sente´e par
G.H. Hardy [3] a` savoir la fonction eta de Dirichlet [2] :
η(s) =
+∞∑
n=1
(−1)n−1
ns
= (1− 21−s)ζ(s)
Elle est convergente pour tout s ∈ C avec ℜ(s) > 0.
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1.2. Une Proposition e´quivalente a` l’Hypothe`se de Riemann. — Parmi les propositions
e´quivalentes a` l’Hypothe`se de Riemann celle de la fonction eta de Dirichlet qui s’e´nnonce comme
suit [2] :
Equivalence 1.4. — L’Hypothe`se de Riemann est e´quivalente a` l’e´nnonce´ que tous les ze´ros de
la fonction eta de Dirichlet :
η(s) =
+∞∑
n=1
(−1)n−1
ns
= (1− 21−s)ζ(s)
qui se situent dans la bande critique 0 < ℜ(s) < 1, sont sur la droite critique ℜ(s) = 1
2
.
2. De´monstration que les ze´ros de la η(s) sont sur la droite critique ℜ(s) = 1
2
Notons par s = σ + it avec 0 < σ < 1. Conside´rons maintenant un ze´ro de η(s) qui se trouve
dans la bande critique et appelons s = σ + it ce ze´ro, nous avons donc 0 < σ < 1 et η(s) = 0 =⇒
(1− 21−s)ζ(s) = 0. Notons ζ(s) = A+ iB, et θ = tLog2, alors :
(1− 21−s)ζ(s) = [A(1− 21−σcosθ)− 21−σBsinθ]+ i [B(1− 21−σcosθ) + 21−σAsinθ]
(1− 21−s)ζ(s) = 0 donne le syste`me :
A(1 − 21−σcosθ)− 21−σBsinθ = 0
B(1− 21−σcosθ) + 21−σAsinθ = 0
Comme les fonctions sin et cos ne s’annulent pas simultane´ment, supposons par exemple que
sinθ 6= 0, la premie`re e´quation du syste`me donne B = A(1− 2
1−σcosθ)
21−σsinθ
, la deuxie`me e´quation
s’e´crit :
A(1− 21−σcosθ)
21−σsinθ
(1− 21−σcosθ) + 21−σAsinθ = 0 =⇒ A = 0
Par suite, B = 0 =⇒ ζ(s) = 0, il s’ensuit que :
s est un ze´ro de η(s) dans la bande critique est aussi un ze´ro de ζ(s) (2.2)
Reciproquement, si s est un ze´ro de ζ(s) dans la bande critique, soit ζ(s) = A+ iB = 0 =⇒ η(s) =
(1− 21−s)ζ(s) = 0, donc s est aussi un ze´ro de η(s) dans la bande critique. Nous pouvons e´crire :
s est un ze´ro de ζ(s) dans la bande critique est aussi un ze´ro de η(s) (2.3)
Ecrivons la fonction η :
η(s) =
+∞∑
n=1
(−1)n−1
ns
=
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−sLogn =
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−(σ+it)Logn =
=
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−σLogn.e−itLogn
=
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−σLogn(cos(tLogn) − isin(tLogn))
De´finissons la suite de fonctions ((ηn)n∈N∗(s)), par :
ηn(s) =
n∑
k=1
(−1)k−1
ks
=
n∑
k=1
(−1)k−1 cos(tLogk)
kσ
− i
n∑
k=1
(−1)k−1 sin(tLogk)
kσ
3
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avec s = σ + it et t 6= 0.
Soit s un ze´ro de η dans la bande critique, soit η(s) = 0, avec 0 < σ < 1. Par suite, on peut
e´crire limn−→+∞ηn(s) = 0 = η(s). Ce qui donne :
limn−→+∞
n∑
k=1
(−1)k−1 cos(tLogk)
kσ
= 0
limn−→+∞
n∑
k=1
(−1)k−1 sin(tLogk)
kσ
= 0
Utilisons la de´finition de la limite d’une suite, on peut e´crire :
∀ǫ1 > 0 ∃nr,∀N > nr |ℜ(η(s)N )| < ǫ1
∀ǫ2 > 0 ∃ni,∀N > ni |ℑ(η(s)N )| < ǫ2
En prenant ǫ = ǫ1 = ǫ2 et N > max(nr, ni), on obtient :
0 <
N∑
k=1
cos2(tLogk)
k2σ
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′cos(tLogk).cos(tLogk′)
kσk′σ
< ǫ2
0 <
N∑
k=1
sin2(tLogk)
k2σ
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′sin(tLogk).sin(tLogk′)
kσk′σ
< ǫ2
En faisant la somme des deux dernie`res ine´galite´s, on obtient :
0 <
N∑
k=1
1
k2σ
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσk′σ
< 2ǫ2 (2.4)
2.1. Cas σ =
1
2
=⇒ 2σ = 1. — On suppose que σ = 1
2
=⇒ 2σ = 1. Commenc¸ons par rappeler le
the´ore`me de Hardy (1914) [2],[3] :
The´ore`me 2.1. — Il y’a une infinite´ de ze´ros de ζ(s) sur la droite critique.
Des propositions (2.2-2.3), nous de´duisons la proposition suivante :
Proposition 2.2. — Il y’a une infinite´ de ze´ros de η(s) sur la droite critique.
Soit sj =
1
2 + itj un des ze´ros de la fonction η(s) sur la droite critique, soit η(sj) = 0. L’e´quation
(2.4) s’e´crit pour sj :
0 <
N∑
k=1
1
k
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tjLog(k/k
′))√
k
√
k′
< 2ǫ2
ou encore :
N∑
k=1
1
k
< 2ǫ2 − 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tjLog(k/k
′))√
k
√
k′
Si on fait tendre N vers +∞, la se´rie
N∑
k=1
1
k
est divergente et devient infinie. Soit :
+∞∑
k=1
1
k
≤ 2ǫ2 − 2
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tjLog(k/k
′))√
k
√
k′
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Par suite, nous obtenons le re´sultat important suivant :
limN−→+∞
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tjLog(k/k
′))√
k
√
k′
= −∞ (2.5)
sinon, nous aurons une contradiction avec le fait que :
limN−→+∞
N∑
k=1
(−1)k−1 1
ksj
= 0
Comme tj 6= 0, et qu’il y’a une infinite´ de ze´ros sur la droite critique, alors le re´sultat de la formule
donne´e par (2.5) est inde´pendant de tj. Revenons maintenant a` s = σ + it un ze´ro de η(s) dans
la bande critique, soit η(s) = 0. Prenons σ =
1
2
. En partant de la de´finition de la limite des suites
applique´e ci-dessus, nous obtenons :
+∞∑
k=1
1
k
≤ 2ǫ2 − 2
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))√
k
√
k′
avec sans aucune contradiction. De la proposition (2.2) il s’ensuit que ζ(s) = ζ(12 + it) = 0. Il existe
donc des ze´ros de ζ(s) sur la droite critique ℜ(s) = 1
2
.
2.2. Cas 0 < σ <
1
2
. —
2.2.1. Cas ou` il n’existe pas de ze´ros de η(s) avec s = σ + it et 0 < σ <
1
2
. — En utilisant, pour
ce cas, le point 4 du the´ore`me (1.2), nous de´duisons que la fonction η(s) n’a pas de ze´ros avec
s = σ + it et
1
2
< σ < 1. Par suite, d’apre`s la proposition (2.2), il s’ensuit que la fonction ζ(s) a
ses ze´ros seulement sur la droite critique ℜ(s) = σ = 1
2
et l’Hypothe`se de Riemann est vraie.
2.2.2. Cas ou` il existe des ze´ros de η(s) avec s = σ + it et 0 < σ <
1
2
. — Supposons qu’il existe
s = σ + it un ze´ro de η(s) soit η(s) = 0 avec 0 < σ < 12 =⇒ s ∈ a` la bande critique. Nous e´crivons
l’e´quation (2.4), :
0 <
N∑
k=1
1
k2σ
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσk′σ
< 2ǫ2
ou :
N∑
k=1
1
k2σ
< 2ǫ2 − 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσk′σ
Or 2σ < 1, il s’ensuit que limN−→+∞
N∑
k=1
1
k2σ
tende vers +∞ et nous obtenons :
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσk′σ
= −∞
5
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2.3. Cas
1
2
< ℜ(s) < 1. — Soit s = σ+it le ze´ro de η(s) dans 0 < ℜ(s) < 1
2
, objet du paragraphe
pre´ce´dent. Suivant le point 4 du the´ore`me 1.2, le nombre complexe s′ = 1−σ+ it est aussi un ze´ro
de la fonction η(s) dans la bande
1
2
< ℜ(s) < 1. En appliquant (2.4), nous avons :
0 <
N∑
k=1
1
k2σ′
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσ′k′σ′
< 2ǫ2 (2.6)
Or 2σ′ = 2(1− σ) > 1 =⇒ σ < 1
2
, la se´rie
∑N
k=1
1
k2σ′
est convergente vers une constante C(σ′). De
l’e´quation (2.6), nous de´duisons que :
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσ′k′σ′
= −C(σ
′)
2
> −∞
Maintenant fixons t = ℑ(s′) et conside´rons la fonction FN (u) de´finie par :
FN (u) =
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kuk′u
=
=
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′cos(tLog(k/k′))e−uLog(kk′), u ∈]0, 1[
La fonction FN (u) est continue pour ∀N ∈ N∗ et u ∈]0, 1[, et nous avons obtenu pre´ce´dement que
pour N −→ +∞ :


+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσ′k′σ′
= −C(σ
′)
2
pour u = σ′ = 1− σ > 1
2
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))√
k
√
k′
= −∞ pour u = 1
2
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσk′σ
= −∞ pour u = σ < 1
2
Ecrivons que FN (u) est continue au point u = 1/2, on peut e´crire :
∀ǫ > 0,∃δ tel que ∀u / |u− 1/2| < δ =⇒ |FN (u)− FN (1/2)| < ǫ
Soit u = σ′ ∈]0, 1[ avec σ′ > 12 ve´rifiant σ′ − 12 < δ, on a alors l’e´quation :
|FN (σ)− FN (1/2)| < ǫ =⇒ −ǫ+ FN (σ′) <
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))√
k
√
k′
< ǫ+ FN (σ
′)
=⇒−ǫ+
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσ
′
k′σ
′
<
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))√
k
√
k′
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Comme pour t, u fixe´s, la fonction FN est de´finie pour tout entier N > 0, faisons alors tendre N
vers +∞, nous obtenons :
−ǫ+
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))
kσ′k′σ′
≤
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))√
k
√
k′
=⇒ −ǫ− C(σ
′)
2
≤
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(tLog(k/k
′))√
k
√
k′
= −∞
D’ou` la contradiction avec C(σ′) borne´e. Par suite, l’hypothe`se qu’il existe des ze´ros de η(s) dans
l’intervalle
1
2
< ℜ(s) < 1 e´tudie´e dans [2.3] est fausse. Il s’ensuit que la fonction η(s) ne s’annule
pas dans les intervalles 0 < ℜ(s) < 1
2
et
1
2
< ℜ(s) < 1 et par suite la fonction η(s) a ses ze´ros non
triviaux sur la droite critique ℜ(s) = 1
2
de la bande critique.
3. Conclusion
En re´sume´ : pour nos de´monstrations, nous avons fait usage de la fonction η(s) de Dirichlet :
η(s) =
+∞∑
n=1
(−1)n−1
ns
= (1− 21−s)ζ(s), s = σ + it
dans la bande critique 0 < ℜ(s) < 1, en obtenant :
- η(s) s’annule pour 0 < σ = ℜ(s) = 1
2
;
- η(s) ne s’annule pas pour 0 < σ = ℜ(s) < 1
2
et
1
2
< σ = ℜ(s) < 1.
Par suite, tous les ze´ros non triviaux de η(s) dans la bande critique 0 < ℜ(s) < 1 s’annulent sur
la droite critique ℜ(s) = 1
2
. En appliquant la proposition e´quivalente a` l’Hypothe`se de Riemann
1.2, les ze´ros non triviaux de la fonction ζ(s) se trouvent sur la droite critique ℜ(s) = 1
2
. La
de´monstration de l’Hypothe`se de Riemann est ainsi acheve´e. Nous annonc¸ons donc le the´ore`me
important :
The´ore`me 3.1. — (Abdelmajid Ben Hadj Salem, 2017) :
Tous les ze´ros non triviaux de la fonction ζ(s) avec s = σ + it se situent sur l’axe vertical
ℜ(s) = 1
2
.
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Riemann (I) : Les ze´ros non triviaux s = α+ iβ de la
fonction ζ(s) sont tels que 0 < α ≤ 1
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Abstract
In 1898, Riemann had announced the following conjecture [1] : the nontrivial
roots (zeros) s = α+ iβ of the zeta function, defined by :
ζ(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
, for ℜ(s) > 1
have real part α =
1
2
. We give a proof that 0 < α ≤ 1
2
using an equivalent
statement of Riemann Hypothesis.
Re´sume´
En 1898, Riemann avait avait annonce´ la conjecture suivante [1] : Soit ζ(s)
la fonction complexe de la variable complexe s = α+ iβ de´finie par :
ζ(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
pour ℜ(s) = α > 1
alors les ze´ros non triviaux de ζ(s) = 0 sont de la forme s =
1
2
+ iβ, β ∈ R∗.
Nous donnons une de´monstration que 0 < α ≤ 1
2
en utilisant une de´finition
e´quivalente de l’Hypothe`se de Riemann.
Keywords: Zeta function ; nontrivial zeros of zeta function ; equivalent
statements ; definition of limit of real sequences.
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1. Introduction
En 1898, Riemann avait annonce´ la conjecture suivante [1] :
Conjecture 1. Soit ζ(s) la fonction complexe de la variable complexe s = α+iβ
de´finie par le prolongement analytique de la fonction :
ζ1(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
, pour ℜ(s) = α > 1 (1)
sur tout le plan complexe sauf au point s = 1. Alors les ze´ros non triviaux de5
ζ(s) = 0 sont de la forme :
s =
1
2
+ iβ (2)
Dans cette communication, nous donnons une de´monstration que 0 < α ≤
1
2
. Notre ide´e est de partir d’une proposition e´quivalente de l’Hypothe`se de
Riemann et en utilisant la de´finition de la limite des suites.
1.1. La fonction ζ10
Notons par s = α + iβ la variable complexe de C. Pour ℜ(s) = α > 1,
appelons ζ1 la fonction de´finie par :
ζ1(s) =
+∞∑
n=1
1
ns
, avec ℜ(s) = α > 1 (3)
Nous savons qu’avec la de´finition pre´ce´dente, la fonction ζ1 est une fonction ana-
lytique de s. Notons par ζ(s) la fonction obtenue par prolongement analytique
de ζ1(s), alors nous rappelons le the´ore`me suivant [2] :15
The´ore`me 2. Les ze´ros de ζ(s) satisfont :
1. ζ(s) n’a pas de ze´ros pour ℜ(s) > 1 ;
2. le seul poˆle de ζ(s) est au point s = 1 ; son re´sidu vaut 1 et il est simple ;
3. les ze´ros triviaux de ζ(s) sont de´termine´s pour les valeurs s = −2,−4, . . . ;
4. les ze´ros non triviaux se situent dans la re´gion 0 ≤ ℜ(s) ≤ 1 dite bande20
critique et ils sont syme´triques respectivement par rapport a` l’axe vertical ℜ(s) =
1
2
et l’axe des re´els ℑ(s) = 0.
2
Par suite, la conjecture relative a` l’Hypothe`se de Riemann est exprime´e comme
suit :
Conjecture 3. (Hypothe`se de Riemann,[2]) Tous les ze´ros non triviaux de ζ(s)25
sont sur la droite critique ℜ(s) = 1
2
.
En plus des proprie´tes cite´es par le the´ore`me cite´ ci-dessus, la fonction ζ(s)
ve´rifie la relation fonctionnelle [2],[3] :
ζ(1 − s) = 21−sπ−scossπ
2
Γ(s)ζ(s) (4)
ou` Γ(s) est la fonction de´finie sur C par :
Γ(s) =
∫
∞
0
e−tts−1dt (5)
Alors, au lieu d’utiliser la fonctionnelle donne´e par (4), nous allons utiliser celle30
pre´sente´e par G.H. Hardy [3] a` savoir la fonction eta de Dirichlet [2] :
η(s) =
+∞∑
n=1
(−1)n−1
ns
= (1− 21−s)ζ(s) (6)
Elle est convergente pour tout s ∈ C avec ℜ(s) > 0.
1.2. Une Proposition e´quivalente a` l’Hypothe`se de Riemann
Parmi les propositions e´quivalentes a` l’Hypothe`se de Riemann celle de la
fonction eta de Dirichlet qui s’e´nnonce comme suit [2] :35
Equivalence 1. L’Hypothe`se de Riemann est e´quivalente a` l’e´nnonce´ que tous
les ze´ros de la fonction eta de Dirichlet :
η(s) =
+∞∑
n=1
(−1)n−1
ns
= (1− 21−s)ζ(s) (7)
qui se situent dans la bande critique 0 < ℜ(s) < 1, sont sur la droite critique
ℜ(s) = 1
2
.
3
2. De´monstration40
De´monstration. Notons par s = α+ iβ avec 0 < α < 1. Conside´rons mainte-
nant un ze´ro de η(s) qui se trouve dans la bande critique et appelons s = α+ iβ
ce ze´ro, nous avons donc 0 < α < 1 et η(s) = 0 =⇒ (1− 21−s)ζ(s) = 0. Notons
ζ(s) = A+ iB, et θ = βLog2, alors :
(1−21−s)ζ(s) = [A(1− 21−αcosθ)− 21−αBsinθ]+i [B(1− 21−αcosθ) + 21−αAsinθ]
(8)
(1− 21−s)ζ(s) = 0 donne le syste`me :45
A(1 − 21−αcosθ)− 21−αBsinθ = 0 (9)
B(1 − 21−αcosθ) + 21−αAsinθ = 0 (10)
Comme les fonctions sin et cos ne s’annulent pas simultane´ment, supposons par
exemple que sinθ 6= 0, la premie`re e´quation du syste`me donneB = A(1− 2
1−αcosθ)
21−αsinθ
,
la deuxie`me e´quation s’e´crit :
A(1− 21−αcosθ)
21−αsinθ
(1− 21−αcosθ) + 21−αAsinθ = 0 =⇒ A = 0 (11)
Par suite, B = 0 =⇒ ζ(s) = 0, il s’ensuit que :
s est un ze´ro de η(s) dans la bande critique est aussi un ze´ro de ζ(s) (12)
Reciproquement, si s est un ze´ro de ζ(s) dans la bande critique, soit ζ(s) =50
A+ iB = 0 =⇒ η(s) = (1− 21−s)ζ(s) = 0, donc s est aussi un ze´ro de η(s) dans
la bande critique. Nous pouvons e´crire :
s est un ze´ro de ζ(s) dans la bande critique est aussi un ze´ro de η(s) (13)
Ecrivons la fonction η :
η(s) =
+∞∑
n=1
(−1)n−1
ns
=
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−sLogn =
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−(α+iβ)Logn =
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−αLogn.e−iβLogn =
+∞∑
n=1
(−1)n−1e−αLogn(cos(βLogn)− isin(βLogn)) (14)
4
De´finissons la suite de fonctions ((ηn)n∈N∗(s)), par :
ηn(s) =
n∑
k=1
(−1)k−1
ks
=
n∑
k=1
(−1)k−1 cos(βLogk)
kα
− i
n∑
k=1
(−1)k−1 sin(βLogk)
kα
(15)
avec s = α+ iβ et β 6= 0.55
Soit s un ze´ro de η dans la bande critique, soit η(s) = 0, avec 0 < α < 1.
Par suite, on peut e´crire limn−→+∞ηn(s) = 0 = η(s). Ce qui donne :
limn−→+∞
n∑
k=1
(−1)k−1 cos(βLogk)
kα
= 0 (16)
limn−→+∞
n∑
k=1
(−1)k−1 sin(βLogk)
kα
= 0 (17)
Utilisons la de´finition de la limite d’une suite, on peut e´crire :
∀ǫ1 > 0 ∃nr, ∀N > nr |ℜ(η(s)N )| < ǫ1 (18)
∀ǫ2 > 0 ∃ni, ∀N > ni |ℑ(η(s)N )| < ǫ2 (19)
En prenant ǫ = ǫ1 = ǫ2 et N > max(nr, ni), on obtient :60
0 <
N∑
k=1
cos2(βLogk)
k2α
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βLogk).cos(βLogk
′)
kαk′α
< ǫ2 (20)
0 <
N∑
k=1
sin2(βLogk)
k2α
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ sin(βLogk).sin(βLogk
′)
kαk′α
< ǫ2 (21)
En faisant la somme des deux dernie`res ine´galite´s, on obtient :
0 <
N∑
k=1
1
k2α
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βLog(k/k
′))
kαk′α
< 2ǫ2 (22)
2.1. Cas 2α = 1 =⇒ α = 1
2
On suppose que 2α = 1 =⇒ α = 1
2
. Commenc¸ons par rappeler le the´ore`me
de Hardy (1914) [2],[3] :
The´ore`me 4. Il y’a une infinite´ de ze´ros de ζ(s) sur la droite critique.65
5
Des propositions (12-13), nous de´duisons la proposition suivante :
Proposition 1. Il y’a une infinite´ de ze´ros de η(s) sur la droite critique.
Soit sj =
1
2 + iβj un des ze´ros de la fonction η(s) sur la droite critique, soit
η(sj) = 0.
L’e´quation (22) s’e´crit pour sj :70
0 <
N∑
k=1
1
k
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βjLog(k/k
′))√
k
√
k′
< 2ǫ2 (23)
ou encore :
N∑
k=1
1
k
< 2ǫ2 − 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βjLog(k/k
′))√
k
√
k′
(24)
Si on fait tendre N vers +∞, la se´rie
N∑
k=1
1
k
est divergente et devient infinie.
Soit :
+∞∑
k=1
1
k
≤ 2ǫ2 − 2
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βjLog(k/k
′))√
k
√
k′
(25)
Par suite, nous obtenons le re´sultat important suivant :
limN−→+∞
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βjLog(k/k
′))√
k
√
k′
= −∞ (26)
sinon, nous avons une contradiction avec :
limN−→+∞
N∑
k=1
(−1)k−1 1
ksj
= 0
Comme βj 6= 0, le re´sultat pre´ce´dent est inde´pendant de βj. Maintenant, reve-75
nons a` s = α+ iβ un ze´ro de η(s) dans la bande critique, soit η(s) = 0. Prenons
α =
1
2
. En partant de la de´finition de la limite des suites applique´e ci-dessus,
nous obtenons :
+∞∑
k=1
1
k
≤ 2ǫ2 − 2
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βLog(k/k
′))√
k
√
k′
(27)
avec sans aucune contradiction. Par suite, il s’ensuit que ζ(s) = ζ(12 + iβ) = 0.
80
6
2.2. Cas
1
2
< α < 1
Supposons qu’il existe s = α+ iβ un ze´ro de η(s) soit η(s) = 0 avec 12 < α <
1 =⇒ s ∈ a` la bande critique. Nous e´crivons l’e´quation (22), :
0 <
N∑
k=1
1
k2α
+ 2
N∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βLog(k/k
′))
kαk′α
< 2ǫ2
Or 2α > 1, il s’ensuit que limN−→+∞
N∑
k=1
1
k2α
tende vers une constante positive
C(α) > 1. Si on fait tendre N vers +∞, nous obtenons :
0 ≤ C(α) + 2
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βLog(k/k
′))
kαk′α
≤ 2ǫ2 (28)
La quantite´ F (α, β) =
+∞∑
k,k′=1;k<k′
(−1)k+k′ cos(βLog(k/k
′))
kαk′α
de´pend a` priori de
α et β, soit :85
0 ≤ C(α) + 2F (α, β) ≤ 2ǫ2 (29)
F (α, β) peut eˆtre borne´e ou infinie, dans ces deux cas, l’e´quation (29) ne peut
eˆtre ve´rifie´e pour tout ǫ aussi petit qu’on veut. Donc le cas
1
2
< α < 1 est
impossible.
Finalement, nous avons de´montre´ que pour
1
2
< α < 1, nous arrivons a` des90
contradictions. Pour α =
1
2
, il n’y a pas de contradiction. En re´sume´, les ze´ros
de η(s) dans la bande critique sont de la forme s = α+iβ avec α ≤ 1
2
, β ∈ R∗.
Par suite, il s’ensuit que la fonction ζ posse`de ses ze´ros non triviaux s = α+ iβ
dans la bande 0 < α ≤ 1
2
.
95
Si on arrive a` de´montrer que le cas 0 < α <
1
2
me`ne a` des contradictions,
l’Hypothe`se de Riemann sera re´solue.
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